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Sistema de dos nivells: la solucio de Rabi

Considerem H = Hy — pg, et on g, és el moment dipolar de transicié i Ee'“t el camp
eléctric. Anomenem E, = hw,, Ep = hwy, i wy = wp, — w, la freqliencia de ressonancia.

En abseéncia d’interaccié ¥ (t) = age ety + bye"i@ptp,.

e . . , o O :
En preséncia d’interaccié ay — a(t), bg = b(t) i des de I'equacid lha—f = Hy, integrant
coordenades espacials, obtenim (amb A = 1):

da(t)
dt

db(t)

l#abgb(t)el(w wot = ipgp€a(t) e” Hw=wo)t (1]

Si derivem la segon equacid i substituim la primera trobem:
dtz b(t) +i(w — wo) b(t) + uZ,E%b(t) = 0 [2]

que és I'equacié d’un oscil-lador harmonic fora de ressonancia. La solucié d’aquesta equacio
és: b(t) = e At(A e + B e7¥M), que portada a [2] ens permet trobar:

w—w
AZ(Z—O);QZ ’A2+'u£2lb$2

Per substitucié en [1a] trobem: a(t) = ﬁ

e (A (A — Q)e*™ + B (A + Q)e 1),

La condicid inicial b(0) = 0 implica A = —B i per tant,

b(t)=2iAde BsinQt ; a(t) = #ig eB(2 i Asin Qt — 2 Q cosQt) 3]
ab

En condicions de ressonancia perfecta, w = wg, A= 0, = p,;E. Els coeficients resulten:

b(t) =2iAsin(ugyEt) ; a(t) =2Acos(ug€t) (4]
Les poblacions, [b()|? « sin?(ugpEt), |a(t)|? o cos?(ugpE t) (5]
" /\ i En presencia de camp i sota ressonancia

- perfecta se genera una coheréncia o estat
o \/ v A0 de Floquet.
2)

Si la ressonancia no és perfecta, aleshores les oscil-lacions tenen una freqiiencia ) que pot ser
major o menor que wq segons el signe de A. Com el laser té una dispersio, hi haura superposicié
d’oscil-lacions de freqiiencies properes pero diferents, cosa que genera decoheréncia, i.e., les
osscil-lacions decauen i les poblacions tornen a I'equilibri. Simulacié amb Mathematica:

ClearAll[*Global +"]7 a = 40; b= 0.1; 1 - 60;

A Els pes de les freqiéncies és una campana:

| 1lis = (};
. For[i=-n,1sn,1+=10,
- AppendTo[11is, Exp[-Abs[i] BI11;
ListPlot[11is, PlotMarkers - "e”, Joined - True]
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Visio Geometrica

Escrivim, per al sistema de dos nivells, H = H® + H’,

= (Eob 1:9,1) HIZ(V,,:@) Va%(t))

Escrivim H en termes de les matrius de Pauli o = (0 1); oy = (0 _i); 03 = (1 0 ):

1 0 i 0 0 -1
Vap+V Vap—V Eq-E Eg+E
H — abz ba 0_1 + abz ba 0_2 + a2 bo_3 + a2 b 1 [1]

. w w . . .
Considerem V,p, = ugp€E, A =1,E, = 70, E, = —70, recordem que [al-,aj] =2i0y,i—>j—-k
+ - .

ciclic, definim w; = %8 %8. Aleshores podem reescriure [1] en la forma:

H = w,0; + iw,0, + %03 (2]

Recordem ara I'equacié de moviment —(1|F|2) (1 |— 2) +- (1|[H F1|2) que si —t =0 se

simplifica: E(llFlZ) = %(1|[H, F1]|2) . Apliquem I'equacié de moviment a les matrius de Pauli:

%([03,01]) = 2iwy(03) — Wo(0)

(01) = iwq([oy,01]) + T iwy{[0z,01]) + i
analogament, (d,) = —2w1(03) + wo(071) i (d3) = 2w1(0,) — 2iw,(ady).

Si definim 7 = ((g1),(0,),{(03)) i considerem que iy, = Upg, €s a dir, w, = 0, les equacions de
moviment de les matrius de Pauli, en termes del vector 7 queden:

71 = Woly, Ty = —2w173 + oy, T3 = 2w1T; (3]

Podem calcular explicitament {o;) en un estat ¥ = (Z) i trobar la forma explicita del les

component del vector 7:

(1) = (b* a*) ((1) (1)) (2) =b*ata'h =n,

(03) =(b* a*) ((l) _Ol) (2) =i(a*h—b*a) =1,

1 0 )(b) * .
o3)=(b* a* =b*'b—a‘a =r
(o= ), ) 3
Podem observar que, en particular, que 75 representa diferéncia la de poblacié n; — n,.
De fet, 7 no és més que una forma de presentar la matriu de densitat:

1 = P10 + Po1

Poo Po1 aa® ab* .
= =\ L)~ 12 =1(Po1 — P10)
(P10 P11) (a b bb ) Ts = D11 + Poo

0 —wp 0
. , dr S ,
Formalment podem escriure també: d—: =07, amb Q = ((uo 0 —Zwl) , que és un
0 2w, 0
tensor antisimeétric de traga nul-la, com el moment angular. Per tant, formalment, també podem

" 21
ar — N —
escrlure— =QXxXr,ambQ=| 0 |.
Wo



Identificaci6 amb NMR

En NMR el moment angular L i el moment magnétic i estan relacionats: i = ﬁz, amb f = %

. . e , \ . .
en el cas de moment angular orbital i § = —en el cas d’espin. En preséncia d’un camp axial es

produeix la precessié de Larmor:

dL =L sinfd¢

dL . d¢ .
> —=Lsin0—=Lsinf w
dt dt 0

En presencia d’'un camp magneétic B el moment magnétic es veu sotmeés a I'accié d’un parell de
forces que li generen un moment M:

/ M =F cosa d = Fd sinf = p§d sin@
e[,r.\ = (pd)Bsind = i x B
d B perd també L = 7 X p per tant,
FJ dz Y —>+ - Y - F_’ M
— =7 X X =71r X =
T FXp+rXp=r
<
Per tant % =X B= ﬂf x B gue podem escriure:
dz - —
pri —BB X L (4]

La comparacié formal de [3] i [4] permet fer les identificacions Qo —[3§ i7=L.

En efecte, Q) és una rotacio:

0 —-wy O
la matriu Q = <a)0 0 —}c>, amb Kk = 2wy = Ugp + UpaE, és antisimétrica.
0 K 0

Sabem que si A representa una rotacié aleshores A At = 1. Si la rotacié és infinitesimal A = I +
R amb R infinitesimal. Aleshores, I = (I + R)(I + R)! =1 + R + R? + RR?, que rebutjant
I'infinitésim superior RRY, ens permet deduir que R = —R¢, és a dir, R és una matriu
antisimetrica.



1 0 0

Una rotacio finita d’angle 0 al voltant de I'eix “1” I'escrivim (0 cos0 —sinG). Si la rotacio és
0 sinf cos6O

infinitesimal, cos(d@) = 1, sin(df8) ~ df, de manera que:

1 0 0 0 0 O
A=({0 1 —-do|=I+|0 0 -—-1)db
0 do 1 01 O

Si reescrivim [3] en la forma d7 = Qdt X 7 = dQ X 7, podem contemplar millor les rotacions

infinitesimals:
. 0 —wodt 0
0 Kkdt 0

“un
Z

Si fem que k = 0 en dﬁ, allo que queda és una rotacio al voltant de I'eix “3” (eix “z”) d’angle

df = wydt, és a dir una rotacié de velocitat angular wy = d8/dt. Si escrivim () en un sistema
d’eixos que efectue una rotacié sincrona amb 7 (i.e. a la velocitat angular w,), aleshores
“corregim” la rotacié w, quedant-nos amb la rotacié infinitesimal:

0 O 0
I+{0 0 —kdt
0 kdt 0

La corresponent rotacio finita, que queda:
1 0 0
0 cosf —sind |,
0 sinf cosO

deriva, recordem, de la preséncia de la pertorbaciéd H'(t): k = (gp — Upa)E, on € és'amplitud
de la radiacié del camp electric de la radiacid incident. Si aquesta radiacié és d’una pulsacio,
podem ajustar el temps 7 de la pulsacié de manera que kT = /2. En tal cas el sistema, que
estava inicialment a I'estat fonamental,

0
atfa=1 bb=0 <—>17=(0),

-1

efectua una rotacié /2 (cosg = O,Sing =1):

e 2))-

és a dir, promou el sistema a un coheréencia, o estat de Floquet, on la poblacié és la mateixa en
I'estat excitat i el fonamental (13 = 0). Si ajustem T de manera que kt = 7, aleshores produim

una inversio de la poblacid:
1 0 0 0 0
0 0 —-1/\-1 1



Decohereéncia i echo

una pulsacié /2 promociona el sistema a un estat coherent o estat oscil-lant de Floquet. Aci hi
ha perd implicita la condicid de perfecta ressonancia w = wy. La resolucié de Rabi per al sistema
amb dos nivells va portar a la mateixa conclusid.

Pero les pulsacions no sén (no poden ser) perfectament monocromatiques i la condicié de
.. , . ., , . sinx . .
ressonancia no és un delta de Dirac, sind més be una funcié tipus —, Que permet interaccions
fora de I'estricta ressonancia w = w,, cosa que, en el model de Rabi, genera oscil-lacions de
freqiiéncia Q = /A2 + p? €2, amb A = w — wy. Com w se distribueix de manera simétrica
respecte wg, apareix en la resolucié de Rabi la superposicié d’oscil-lacions la qual genera un

decaiment de I'amplitud de l'estat de Floquet (decoherencia), decaient el sistema a I'estat
estacionari fonamental.

Des del punt de vista de la interpretacié geométrica, el vector 7 presenta precessions a diferents
velocitats angulars, perdent-se la coheréncia:

|
; desfase

k| /.SiLC\’qW decoheréncia

IS

PR ST
. . . . . 0 e
Podem interpretar-ho dient que inicialment estem en un estat < 0) que una pulsacié m/2
-1

promociona a una coheréncia (1) la qual, en lloc de continuar indefinidament oscil-lant, a

0
mesura que passa el temps, la coexisténcia de les diferents velocitats provoquen decoherencia,

i.e. fan que aparega decaiment.

Si mentre hi ha amplitud apliquem una nova pulsacié m, aleshores invertim la poblacio:

1 0 0 0 0
0 -1 0 1|=(-1
0 0 -—-1/\0 0

La rotacio 7 per als vectors R, L equival a I'accio del planol g,,,, per aixo, passat un temps t
despres del la pulsacié @ els estats que giren més rapids atrapen els que giren més lent i se
produeix coherencia (photon echo). Aci mostrem una simulacié de I’echo amb mathematica:

ClearAll["Global +"]; a=40;b=0.5;n=60;
desfase = {};
For[i=-n, isn, i++,

desfase = AppendTo[desfase, (ib) £t /. £t 3]];

1
Plo(:[:l ZExp[ Abs[9] b] Sin[desfase[[n+1+3]1+(a+3b) t£1*2, {t, 0, 5}, PlotRange-»All]
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El paral-lelisme amb NMR

= =g e . .7 s d
L’aplicacié d’un camp B, = B, Z provoca la precessié de Larmor de la magnetitzacié M = ). [i;.

Bo

Apliquem un segon camp §x = 2Bycoswt = B, + B_ amb B, = By coswt * By, sin wt.
Aleshores, si w # wy el camp gira a una velocitat relativa Aw = w — w, respecte la
magnetitzacié, de manera que els efectes se cancel-len en cada volta completa. Si w = w,
aleshores M i B estan en repos relatiu. Si ens situem en un sistema mobil on M i B estan en
repos observarem una nova precessio de Larmor al voltant de I’eix on hi ha el segon camp. Ara
bé, la preséncia de EZ fa que una rotacié m comporte un canvi d’energia des de w, B fins —p, By,
cosa que implica I'absorcié d’un fot6 de la mateixa freqiieéncia wg que el camp aplicat:

h(l) = AMZBO = hﬁBO > W = ‘830 = wWy.

En MNR generalment se fa Us de pulsacions. En la figura mostrem un pols i la seua transformada
de Fourier:

So

0 T ' w
| 4
vt

Si seleccionem 7 de manera que §= wT = [B,, aleshores la magnetitzaciéd efectua una
precessio al voltant B, realitzant una rotacié d’angle % Com el pols no és estrictament
monocromatic, una volta el pols ha acabat s’inicia un procés de decoheréncia, on diferents
moments magneétics giren a diferent velocitat angular. Una pulsacié posterior d’angle m al
voltant d’un eix (y) perpendicular als dos anteriors, és equivalent a I'accié d’un planol de simetria
g,y que inverteix les rotacions rapides i lentes de manera que passat el mateix temps que el
temps en que la senyal ha decaigut, aleshores tornen els vectors a estar en fase (echo).
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Tres polsos que, a més de moment angular porten moment lineal (El, Ez i l_c)3), incideixen en la
mostra. La resposta (ES) s’emet en diferent direccions compatibles amb la conservacié del
moment lineal ES = El + I_c)z + 1_6)3. Concretament, en aquesta tecnica ES = —Ei + Ez + E3.

Les pulsacions tenen una duracié dt ajustada per generar un angle de rotacié g, associatamb la

00 0
My, =(00-1).

010

matriu de rotacio:

0
Considerem |'estat inicial a I'estat fonamental, representat pel vector r = ( 0 ) Una primera
-1
0
pulsacio porta el sistema a un estat de Floquet, i.e., una coheréncia (1) El segon pols pobla

0
0

0
I'estat excitat <0> i el tercer pols recupera la coheréncia amb inversié de fase (—1):
1 0

ea)(s)-6) (a)l)-6) - (a))-6)

La suma de les dues darreres pulsacions equival a una rotacié m que inverteix la poblacid de la
primera coheréncia i per aixo podem observar echo en passar el mateix temps T que el que
separa el primer del segon pols i poder re-sintonitzar els estats en la fase (coheréncia) que
havien perdut per la FID (decoheréncia) entre el primer i el segon pols.

Enla IR-2D se representa la freqliéncia de I'output ws en front de la w; del primer pols:

e Els diferents QDs o QDs iguals en diferent
1 N entorn tenen I'absorcié/emissié a diferents
: singledot rofile freqliéncies. Per aixd, apareix un senyal

el-liptic a la diagonal, superposicid de
gaussianes circulars, de manera que el perfil
en lalinia ortogonal a la diagonal representa
rcltation Frequency el single-dot spectroscopy.
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